                          Complexe Getallen

Bron: Hans Freudenthal en Bert Nijdam
(instituut ontwikkeling wiskunde onderwijs)           

Hoofdstuk 1

$1 Kennismaken met andere getallen.

In de eerste klas heb je gezien dat er naast de verzameling van de Natuurlijke Getallen (N) nog andere verzamelingen van getallen te maken zijn.

Bij het oplossen  van vergelijkingen komen we in de problemen als je bijvoorbeeld kijkt naar de vergelijking 
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. Deze heeft geen oplossing in N.

We hebben een uitbreiding van  N gemaakt door negatieve getallen in te voeren en samen met de natuurlijke getallen ontstaat zo de verzameling van de Gehele Getallen (Z).

· Verzin een vergelijking waarmee je in de problemen komt als je deze in Z wil oplossen.

Op dezelfde manier kunnen we ook weer een uitbreiding van Z maken namelijk door gebroken getallen in te voeren en samen met de gehele getallen ontstaat zo de verzameling van de

Rationale Getallen (Q). 

· Verzin een vergelijking waarmee je in de problemen komt als je deze in Q wil oplossen.

Ook nu kunnen we weer een uitbreiding van Q  maken namelijk door de irrationale getallen in te voeren en samen met de rationale getallen ontstaat zo de verzameling van de Reële Getallen (R).      
In de onderbouw heb je leren rekenen met bovengenoemde getallenverzamelingen N, Z, Q en R
Tot zover alles in orde.

Kijken we nu naar de vergelijking 
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 dan zien we dat deze vergelijking geen oplossing heeft in R.    
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Ook nu zullen we dus weer een uitbreiding van R moeten  maken als we tot een oplossing willen komen.

We voeren een nieuw getal i in waarvoor per definitie geldt: 

Opgaven:

1. Ga met een berekening na dat de vergelijking 
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 oplossingen 
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2. Geef de oplossingen van de vergelijkingen a. 
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3. Laat door een berekening zien dat 
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Getallen van de vorm 
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 waarbij 
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een reëel getal is noemen we imaginaire getallen.

$2 Complexe getallen.

· Los de volgende vergelijkingen op door middel van kwadraatafsplitsen:

a. 
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b. 
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c. 
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Vergelijking c. heeft de volgende oplossingen: 
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Getallen die zo te schrijven zijn noemen we complexe getallen.

Elk complex getal is op precies één manier te schrijven als 
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reële getallen zijn. 

We gebruiken voor een complexe variabele meestal de letter 
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Hierbij noemen we 
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 het reële deel (notatie: Re
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) en 
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 het imaginaire deel (notatie: Im 
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) van het complexe getal.

· Waarom heeft er ook nu weer een uitbreiding plaatsgevonden van R naar de verzameling van de Complexe Getallen C?

We rekenen met complexe getallen op dezelfde manier als met reëele getallen. 

Zo definiëren we een som en een produkt van twee complexe getallen als volgt:
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Opgaven:

      1.  Schrijf zonder haakjes en zo eenvoudig mogelijk:

     a.  
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2. Schrijf in de vorm 
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     c.  
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3. Los de volgende vergelijkingen op:

     a.   
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[image: image42.wmf]0

2

=

-

i

z

(tip: probeer z = a + bi en bereken dan a en b)

4. Laat met een berekening zien dat 
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$3. Het complexe vlak.

Zoals we voor de reële getallen gebruik kunnen maken van de getallenlijn (elk reëel getal correspondeert met een punt van de getallenlijn), zo kunnen we de complexe getallen weergeven in een plat vlak met rechthoekig assenstelsel.

De horizontale as correspondeert met de reële getallen en wordt dan ook wel de reële as genoemd en de verticale correspondeert  met de imaginaire getallen en wordt dan ook wel de imaginaire as genoemd.  

Zie onderstaand plaatje, hier is weergegeven het complexe getal 
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Opgaven:

1. Teken in het complexe vlak de volgende getallen:

2 – 3i ,  2i , -1 + 
[image: image46.wmf]3
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2. Teken in het complexe vlak de volgende verzamelingen:

a. alle getallen 
[image: image47.wmf]z

 waarvoor geldt dat Re z = Im z.

            b. alle getallen 
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 waarvoor geldt dat Im z = 0.

            c. alle getallen 
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 waarvoor geldt dat (Re z)2 + (Im z)2 = 1

3. Teken in het complexe vlak 
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4. Gegeven het complexe getal 
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a. Teken in het complexe vlak de getallen 
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                Dezelfde vraag voor 
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            b. Teken in het complexe vlak de getallen 
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c. Teken in het complexe vlak de getallen 
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       5.  Teken in het complexe vlak de oplossingen van de vergelijking 
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$4 Poolcoördinaten van een complex getal.

Een complex getal z kunnen we in het complexe vlak weergeven door de rechthoekscoördinaten

x en y. Echter ook door zijn poolcoördinaten  r en (  waarbij r de afstand is van het punt z tot de oorsprong O(0,0) en ( de hoek is die de lijn door de oorsprong O(0,0) en het punt z maakt met de

positieve reële as.

Er geldt dus x = r cos( en y = r sin( met 
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Merk op:

· r wordt ook wel de absolute waarde van  z genoemd en heeft als notatie: (z(.

· voor ( zijn er oneindig veel waarden mogelijk nl ook allemaal veelvouden van 2(.

Wij spreken af dat 0(((2( en noemen de waarde van ( het argument van z. Notatie: arg z.

Zie onderstaand plaatje:


We gaan weer twee complexe getallen vermenigvuldigen en gebruiken de poolcoördinaten van de getallen.

Dus: z1 = r1(cos (1 +i sin (1) en z2 = r2(cos (2 + i sin (2) 

Dan: z1( z2 = r1(r2((cos (1cos (2 ( sin (1sin (2) + i (sin (1cos (2 + cos (1sin (2)) =

                 = r1(r2(cos ((1 + (2 ) + i sin ((1+ (2)).  

We hebben hier gebruik gemaakt van de bekende goniometrische formules
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Hieruit volgt nu dat  (z1( z2(= r1(r2 = (z1(( (z2( en arg( z1( z2) = arg z1 +  arg z2.


Opgaven:

1. Geef de poolcoördinaten van de volgende complexe getallen:

a.  1 + i
           b.  3i
           c.   (2

d. 3 ( 4i.

2. Geef de rechthoekscoördinaten x en y van de volgende complexe getallen:

            a.  ( r, ( ) = ( 2 , ( )

            b.  ( r, ( ) = ( 
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3. Teken in het complexe vlak (zonder de produkten uit te rekenen):

a.   
[image: image72.wmf]i

z

+

=

1

1

, 
[image: image73.wmf]i

z

-

=

1

2

 en  z1( z2.
b. 
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c. 
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4. Teken in het complexe vlak alle getallen z waarvoor geldt:

a. arg z = (
b. arg z = 
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5. Bewijs: als 
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$5  De geconjugeerde van een complex getal. 

· Teken in het complexe vlak de oplossingen van de vergelijking 
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     Als alles goed is gegaan heb je twee oplossingen gevonden die elkaars spiegelbeeld zijn ten 

     opzichte van de reële as. 

     Dergelijke getallen noemen we elkaars geconjugeerde.

     Als z = x + yi dan heet  x ( yi de geconjugeerde van z. Notatie: 
[image: image83.wmf]z

.

Opgaven:

    1.  Bewijs de volgende eigenschappen over geconjugeerden:

         a.   
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     2. Bewijs dat Re z = 
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     3. Bewijs dat 
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4. Bewijs dat 
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     5. Bewijs, zonder de vergelijking op te lossen!: als z1 een oplossing is van de vergelijking
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6. Los de volgende vergelijkingen op:

a.  
[image: image94.wmf]z

z

=

  

b.  
[image: image95.wmf]z

iz

=


      c.  
[image: image96.wmf]0

)

(

2

2

2

=

+

+

z

z

z

z

.

7.  Teken in het complexe vlak alle getallen z waarvoor geldt:

     a.  
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EIGENSCHAP: Bij het vermenigvuldigen van complexe getallen worden de absolute 


                           waarden vermenigvuldigd en de argumenten opgeteld.
















































































PAGE  
6

_1214037831.unknown

_1214045605.unknown

_1214220418.unknown

_1214221218.unknown

_1217698251.unknown

_1218472533.unknown

_1220113681.unknown

_1220113849.unknown

_1218984149.unknown

_1217698516.unknown

_1214221649.unknown

_1214223288.unknown

_1214223510.unknown

_1214223729.unknown

_1214223909.unknown

_1214223328.unknown

_1214222933.unknown

_1214223043.unknown

_1214222323.unknown

_1214221428.unknown

_1214221534.unknown

_1214221270.unknown

_1214220532.unknown

_1214221009.unknown

_1214221140.unknown

_1214220809.unknown

_1214220463.unknown

_1214220497.unknown

_1214220443.unknown

_1214217239.unknown

_1214218167.unknown

_1214218901.unknown

_1214219756.unknown

_1214220142.unknown

_1214219330.unknown

_1214218790.unknown

_1214217952.unknown

_1214218105.unknown

_1214217897.unknown

_1214217062.unknown

_1214217132.unknown

_1214140507.unknown

_1214044952.unknown

_1214045206.unknown

_1214045287.unknown

_1214045309.unknown

_1214045221.unknown

_1214045053.unknown

_1214045157.unknown

_1214044987.unknown

_1214044269.unknown

_1214044376.unknown

_1214044402.unknown

_1214044344.unknown

_1214042897.unknown

_1214043352.unknown

_1214042201.unknown

_1214034214.unknown

_1214036937.unknown

_1214037330.unknown

_1214037532.unknown

_1214037663.unknown

_1214037411.unknown

_1214037016.unknown

_1214037087.unknown

_1214036965.unknown

_1214036054.unknown

_1214036753.unknown

_1214036807.unknown

_1214036706.unknown

_1214034470.unknown

_1214034553.unknown

_1214034415.unknown

_1214032772.unknown

_1214033169.unknown

_1214033655.unknown

_1214033865.unknown

_1214033974.unknown

_1214034181.unknown

_1214033926.unknown

_1214033853.unknown

_1214033632.unknown

_1214032857.unknown

_1214033122.unknown

_1214032802.unknown

_1214032349.unknown

_1214032570.unknown

_1214032628.unknown

_1214032366.unknown

_1214031518.unknown

_1214032287.unknown

_1214031970.unknown

_1214029898.unknown

